[image: image1.png]dove C @& una costante arbitraria. La funzione v (z, t) soddisf,

evidentemente, la condizione 2) e le condizioni al contorn, -

Hﬁimﬁ? questa funzione non rappresenta il processo di propagy
zione del calore nella sbarra alla temperatura iniziale ¢ (z) n%m,
e alle temperature al contorno p; (t) %= C e ps (t) %= C poich,
essa o discontinua per t =0, z =0, z = L

La continuitd della funzione u (z, ) per 0 < z <<, 0 <t <7
deriva dal fatto che questa funzione verifica ’equazione. D:W&
la condizione di continuith della funzione u (z, t) per 0 <<z </,
T S T riguarda di fatto i punti in cui sono assegnate I
condizioni al contorno e iniziali. In seguito, con la locuzione
« soluzione dell’equazione soddisfacente alle condizioni al con.
Forho s aatandbredio M Himan e B vesilien o condizioni i

9), 3) senza specificare ogni volta queste condizioni qualora non cj |

sia una necessitd speciale.

Analogamente si pongono altri problemi ai limiti, compresi |
problemi di sbarra infinita e quelli senza condizioni iniziali.

‘Quanto detto sopra resta valido per i problemi a piu variabili
geometriche indipendenti. In questi problemi, per ¢ = £, ¢ data
una temperatura iniziale e sulla superficie del corpo sono asse-
gnate le condizioni al contorno. Si possono considerare anche
problemi per un dominio infinito.

Per ciascuno dei problemi posti sorgono le questioni seguenti®):

1) 'unicita della soluzione del problema considerato;

2) Desistenza della soluzione;

3) la dipendenza continua della soluzione dalle condizioni
aggiuntive.

Se il problema posto ha piti soluzioni, allora la locuzione « so-

_:.Eoum del problema » non ha un senso preciso. Pertanto, prima
am @.E,._mam della soluzione del problema, & necessario dimostrarne
’unicitd. Praticamente ® pili importante la questione 2) poiché
per la dimostrazione dell’esistenza della soluzione si da di solito,
il metodo di calcolo della soluzione.
Come & stato detto prima (si veda il capitolo II, § 2, n. ).
un processo si dice fisicamente definito se per una piccola varia-
zione delle condizioni iniziali e al contorno del problema la sua
soluzione varia poco. In seguito verra dimostrato che il processo
di ;Eo.@wmmiona del calore viene definito fisicamente dalle sue
oob.ﬂrﬁoi iniziali e al contorno, vale a dire che una piccola
variazione delle condizioni iniziale e al contorno cambia poco 12
soluzione stessa.

. S Pnelpia. el valoye
1’equazione a coefficienti

Dy = @ex + BUs + W

massimo. Nel seguito considererem?
Enstanti

*) Cir. capitolo II, § 2.
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abbiamo visto, questa equazione con la sostituzione
- S B 2

e ?“%\\N&H

e =

Hl ostriamo la seguente proprietd delle soluzioni di questa
one, che chiameremo principio del valore massimo.

na funzione u (z, t), definita e continua in un dominio
<it< T e 0< < L, verifica equazione della’ condu-
mica !

, 9)

i del dominio 0 <z < 1, 0=t T; allora i valori mas-
minimo della funzione u (z, t) si ottengono o Al
oppure nei punti di frontiera x = g .
‘evidente che la funzione u (z, t) = costante Geridien At
‘della conduzione termica e assume il suo massimo (minimo)
qualsiasi punto. Tuttavia ¢id non contraddice il teorema
alla sua ipotesi segue che se il valore massimo (minimo)
giene all'interno del dominio, allora esso deve essere ottenuto
(e non unicamente) o per & = 0, o per z = 0, oppure per

xx

ignificato fisico di questo teorema & immediato: se la tem-
2 sulla frontiera e all’istante iniziale non supera un certo
M allora, in assenza di sorgenti, I’interno i
sere a temperatura superiore a M. Soffermiamoci dapprima
dimashiapboedob dogetig Dan Hoalnro anassimo:

ostriamo il teorema per assurdo. Indichiamo con M il
massimo di u (z, t) per t =0 O<z<Doperz=0
perz=10<t<T)*)e supponiamo che in un punto
O<z, <l 0<ity <1T) la funzione u (z, t) ottenga
nassimo uguale a e

R o ahpnenese o Lo continuita della funzione u (z, #) nel dominio

<ao<1, 0t T, questa funzione in nessun punto potrebbe
1 massimo e le considerazioni ulteriori sarebbero inapplicabili. In
del teorema Sennda b gndte nenl analoonasitisug ha un massimo in
lominio chiuso, possiamo essere sicuri St BRI Tnaiapie wdidl g it
assimo (indicato con M) sul lato inferiore o sui lati laterali del rettan-
e u (z, t) & superiore a M almeno in un punto, allora esiste il punto
cui u (z, t) ha un massimo superiore a M:

M+e (6=0),

0 -1
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[image: image2.png]. Oouv.ouﬁmBo i segni del primo e del secondo membro del.
I’equazione (19) nel punto (zy, to)- Poiché in questo punto |y
funzione ha un massimo, allora necessariamente deve essere
u 92

L (@ t) =0 & S (@, 1) <O

0z

20)
*)

Inoltre, dato che u (zy, #) ha un massimo per ¢ = o, allora
ou -

=7 (@0, 19) >0. (21)
Confrontando i segni del primo e del secondo membro dell’equazio-
ne (19), vediamo che essi sono opposti. Tuttavia questo fatto non
dimostra ancora il teorema in quanto il primo e SLsheandd mem b
possono essere nulli, cid che non implica Al ehniraddidione,
Bifmoricarsih GileslE EEomeaui per evidenziare 1’idea fonda-
mentale della dimostrazione. Per la dimostrazione completa con-
. . . . . 2

sideriamo il punto (z, t,) in cui Wﬂ‘«“ =0 m.mm = 0. A tal fine
consideriamo la funzione ausiliaria
vz, &) =ulz 1)+ kE—1),

dove & & una costante. E evidente che
vley i) nle b MG e

e

T, = kL

o.ommanch il numero %k > 0 tale che kT sia inferiore ad. e/2.
ciod che k < &/2T; allora il valore massimo di v (z; t)per i =0

0o 2z=0, z =1 non superera .§+m, ciod

@)

v (z, Sm.ﬁx_:wl (per t=0 o z=0, oppure z2=1), (23)
poiché per questi argomenti il primo termine della formula (22)
non supera M e il secondo —e/2. ;

In virtd della continuitd di v (z, t), questa funzione deRi e
un massimo in un punto (z;, ;). E evidente che

v (21, ) =V (@or Lo) = M+ e

condizione sufficiente Sigincht

dell’intervallo (0, 1) abbia unmassim®
2

s ml\ = 0. Quindi, se [ (z) ha un

022 |x=xq

(z5) = 0 ¢ 2) ¢ impossibile che ) > O

o Taniil sl s ntee dall ana sy
1a funzione f () nel punto interno z,

9t

- 9z |x=2x¢ =
massimo nel punto z,, allora 1)

ciod {" (zo) < 0.

relativo, & la seguente:

T thihen laiivehs dan 2 F ekl NMMI — 0; se, invece, ty=""
u
1 it
allora — >0.
200

< | poiché vmasﬂoosﬂo, ke
analogia con le (20) e PEy
i) <0 e vy (@1, &) = 0.

pto £, >0e 0 << 2y
ifica la disuguaglianza (23). Per
nto (z;, ;) deve essere U o
do conto della (22) troviamo:

1 1) = Uxx A,H? e m 0,

— v, (o b)) FE=E=0.

wwv L &mgaa A.&.: HHV V k> O.

' dire ’equazione (19) nel punto interno (21, ;) non & Seiifis
Abbiamo dimostrato quindi che la soluzione u (z, ?) del-
zione della conduzione termica (19) all’interno del dominio
»ud assumere valori superiori al massimo di u (z, ?) sulla
=0, z=0, z=1. ‘
alogamente si pud dimostrare anche la seconda parte del
yma riguardante il valore minimo. Fra 1'altro, ¢id non richiede
imostrazione a parte in quanto la funzione u; = —U ha un
imo laddove u ha un minimo. . .
tabiliamo ora alcune conseguenze derivanti dal principio del
‘s massimo. Prima di tutto dimostriamo il teorema di unicita
1 primo problema ai i
. Teorema di unicitd. Se due funzioni Uy (@ 1) e u, (@, i
ite e continue nel dominio 0 <z << 1, 0 < t << T, verificano
one della conduzione termica

L u, + 1@ 1) er0<z<h t>0),
le stesse condizioni iniziali e al contorno

) = Uy (z, 0) = 9 (@),

), £) = u, (0, 1) = (),

1) = U, I, &) = pe ®),

uy (@, 1) = Us @ 1)) . .
er dimostrare questo teorema consideriamo la funzione

5 1) = U (@, 1) — (z, 1)-

1) e u, (x, t) sono continue per

(24)

é le funzioni u, (z,

nzione v (z, t), uguale alla loro differenza, sara Bheh s
nua in questo dominio. Quale differenza dpidun et avienl

*) Nel n. 3 del § 2 questo teorema e e pRpie Bl D tolto
a condizione di continuitd per ¢ = o
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[image: image3.png]dell’equazione della conduzione termica nel dominio 0 <z < ]
¢t > 0, la funzione v (z, t) rappresenta una soluzione mo:,masz.N 1
ne mo.:s.eo.umﬁiouo termica omogenea, in questo dominio. ois%,
il principio del valore massimo & applicabile a questa funzio "
vale a dire essa ha un massimo e un minimo per ¢ =0, o MM,

stesse disuguaglianze si verificano identicamente, ciog per
im0z <1, 0107 !
sta affermazione @ il corollario 1 applicabile alle funzioni

o (z, 1) e u (z, 1), u (@ 1)

z = 0, oppure per z = l. Tuttavia, per ipotesi, abbiamo i Se per due soluzioni dell’equazione della conduzione termica,
vz, 00 =0, v(0,8)=0, v(t)=0. 1  uy (z, t), si verifica la disuguaglianza

Perci :v”l. LleDl=e pr a0 0 & I
vl Al ; T :

cioe

02
mente, cioz vale per tutti gli =, t
Bl 0=t T.

a SHkmdione Gerive dal corollario 2 se Gubstipiiioig
ato alle soluzioni dell’equazione della conduzione termica

Uy A,sm o =1U (@ ).

Di n:.w mmmﬁm,owm la soluzione del primo problema ai limiti & unica

Dimostriamo ancora alcune conseguenze dirette dal vnmu&va
el <&.o_.o inagsimy CNel sepnibhopiriereins semplicemente della
« soluzione dell’equazione della conduzione termica » invece di

elencare in dettaglio le proprieta della funzione che, fra ’altro -

soddisfano anche E.eo.n&ﬁoi iniziali e al contorno. ' Uz t) —u(z 0 :
1. Se due m&:ﬁi: uy (z, t) e uy (z, t) dell’equazione della . -

canhi ol el soddistane g ehndizinny i =2

corollario 3 consente di stabilire una dipendenza continua
‘soluzione del primo problema ai limiti dalle condizioni
o al contorno. Se in un problema fisico, al posto della
¢ dell’equazione della eohitnzionn dermish corrispondente

ndizioni iniziale e al contorno seguenti:

) =g, w0 H=p@® vl)=pb

deriamo la soluzione u (z, ) corrispondente ad altri Valnrl
e e al contorno, definiti dalle funzioni ¢* (z), pi (@)
¢he non differiscono nei limiti di un dato grado di precisio-
alle funzioni @ (z), b1 (), e (8):

@) <e lm@O—pi@Ise
—pi @) I <e

a funzione u (z, t) differira dalla funzione u (z, t) nei
della stessa precisione :

£, ) —us (2, 1) | < e

contenuto il principio di determinazione fisica del proble-

U (2, 0) < u, (2, 0), ; :
b 0 ) <ue 0,0, w ) <uy (s 1)y
alibra !
Su—,,AH, “v m Uy A&. sv
per tutti i valori 0 <<z <l, 0<t< T.
Infatti, la &manﬁamﬁ? 3/“ «W (2, t) — uy (x, t) soddisfa

le condizioni sotto le quali & stato stabilito il principi
: rin
massimo, e, inoltre, le condizioni GE s
1000 p(0h 0 g0
Percid =

Ve S0 g 05| 0 - |

poiché altrimenti la funzione v (z, t) avrebbe un minimo negativo
nel dominio =

O<z<,0<t<T.

2.7Se tre soluzioni dell’equazione della conduzione termict
kg o mt@. o ,M?. .
soddisfano le condizioni

W,Aﬂq )< u(z, Smwﬂﬁﬁ, 1) per t=0 - 0dr—1

\bbiamo studiato in modo particolareggiato Ta Hetiohs
micitd ¢ della determinazione fisica del problema sull’esem-
o] primo problema ai limiti per un segmento limitato. Il
a di unicitd del primo problema ai limiti per un dominio
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[image: image4.png]limitato nello spazio a due o tre dimensioni pud essere dimostrat,
Euoguao. F.:mz._n_mbg tutti i ragionamenti sopra citati. 'q
.ogmﬁcg simili sorgono per lo studio di altri problemi mg];
dei quali sono gia stati trattati nel paragrafo precedente. Quegy
EQEQEH richiedono, perd, che sia alquanto modificato il Bmg{_ ]
d1 dtnbstzazione : . : e
L’unicita della soluzione del problema per un dominio illimj.
tato (si veda il n. 7) o del problema senza condizioni iniziali r,.
luogo soltanto se alle funzioni in questione si impongono &Ssm
cornbizioni gobwminiivg, ¢
7. Teorema di unicita per la retta infinita. Risolvendo il prg
blema sulla retta infinita assume importanza la condizione i
limitatezza della funzione cercata in tutto il dominio, ciod I'e-
sistenza di un M tale che |u (z, t) | << M per tutti i valori ip
—o00o < x < oo e per t =>0. S ;
Se uy it .3 e u, (z, t) sono due funzioni continue, limilate in
Ewmo,t dominio di variazione delle variabili (z, t), soddisfacenti
all’equazione della conduzione termica

W=y, - 2= 00 i 1) {1
& alle conidiziong
U (2, 0) = u, (2, 0) (—0 <z < ),
allora i !
@ ) =uy (2, 1) (—o<z<00, t>0)
Consideriamo, come al solito, la funzione
vle ) —u (z D= @ b

La funzione v (x, ) & continua, verifica 1'equazione della
owbmzﬁoum termica, limitata in tutto il dominio

fv )< lus @@ t) | + luy (@ 1) | < 2M

jone V (z, t) & continua, verifica I’equazione della condu-
rmica, come & facile provare differenziando, e, in pil,
le proprietd seguenti:

vz 010

)=2M = |v(£L, ) |- (26)
lominio limitato | z | < L,0<t<< Tévalidoil Taineidio
ore massimo. Applicando il corollario 2 del numero prece-
lle funzioni u = Vi i), u=0vzt) e u= V(e b
ndo conto delle proprietd (26), otteniamo

22 %E 2
,n\m.xTasnvmiﬁ I ANN:_L}Q .

iamo certi valori di (z, t) e, tenendo presente che il numero
Bitedin s ke faecimo cruscere indefinitamente. Passando al
 per L — oo, otteniamo

§ 2. Metodo di separazione
delle variabili

Problema ai limiti omogeneo. Passiamo alla soluzione del
problema ai limiti per I’equazione della conduzione termica
segmento di retta:

Pu, + i@ ) O<z<l t>0) ()
condizione izisle

—o@ 0<z<) @

(—o < z< 0, t=>0) ! ioni al contorno
wosoddisia i feondivione

91 . :
vl U0 “N AQW w S o

. 11 ?.E.&Eo del valore massimo che abbiamo sfruttato per la
dimostrazione dell'unicita del problema per un segmento di retta
qui non & mwvbowg_m, perché in un dominio illimitato la funzion®
v (z, t) pud non avere valori massimi in nessun punto. Per utiliz-

ziamo lo studio del primo problema ai limiti generale dalla
one del seguente semplice problema 1 i .

una soluzione continua nel dominio chiuso (0 <<z <1,
< T) dell’equazione omogenea .

zare questo principi ideri i i
e _QA b Prineipio; fonsidermuin i dominie . 0 L T : @)
= 44 :
dove I © un numero susiliavio che in seguito f e 2 facente alla condizione iniziale
indelmptaminte, e la  lunzione e v ,de —op(), 0=z2<1 N e
Y (& D;Urwlw_wm. Ahmw;.mu&. (25) condizioni al contorno omogenee
0 u,p-0 0=—:i="T ()

204
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[image: image5.png]sti valori A, corrispondono le soluzioni dell’equazione W
E o, (13)

sono coefficienti da determinare.
ando al problema fondamentale ausiliare, vediamo che

oni

= Xy (@) T (8) = Gre 0 sen ST (14)

; Per risolvere questo problema consideriamo dapprima, con, ,

si suole nel metodo di separazione dellc s il a0 tiphle h

fondamentale ausiliare: e
T i belubiie din e

R
g = O Uy

non identicamente nulla, soddisfacente alle condizioni al contor
omogenee "3

w@© =0 u(,)=0 ;

e rappresentabile nella forma

ok vmnﬂoo_wa dell’equazione (4), mom&m».womba nik
oni al contorno nulle.
siamo ora alla soluzione del problema (I). Costruiamo o

ale ) xX@ Tl o 6) te la serie

dove X (z) & funzione della sol iabi i
o sola variabile z e T (t) funzione delln
Sostituendo la forma presunta della soluzione (6 I d

» 16D esunta dell uzione (6) nell’equazio-
Mm»mbw%?ﬂﬁ&gg entrambi i membri dell'uguaglianza per a®X 7,
d X

s u s g

o T X

o (™Y

E Y Ce ! sen —— 2. (15)
: n=1 § / B
ione u (z, 1) soddisfa le condizioni abivantarne thgnantf

o soddisfatte da tutti i termini della serie. Richiedendo
soddisfatte le condizioni iniziali, otteniamo '

(@ 0)= 3 Cason 7, ol
n—4

ire C, sono i coefficienti di Fourier della funzione ¢ (z)

dove % = costante poiché il pri ! i
¢ c primo membro dell'uguaglianz:
dipende unicamente da ¢ e il secondo unicamente da M =

Noapous
X & sviluppata in serie di seni nell'intervallo (0, 1)
\ - ».sN =0, ® e
T' + T =0. : @) =2 [o@snTPEdt ) )
Le condizioni al contorno (5) danno g
X (0 -0 X()=—0 ) deriamo ora la serie (15) con i coefficienti C, definibili
®) e alla formula (17) e mostriamo che questa serie verifica

, condizioni del problema (I). A tal fine bisogna dimostrare
funzione u (z, ?) definita dalla serie (15) & derivabile, veri-
squazione nel dominio 0 <z << l,t>0ede Lontindn aa
confine di questo dominio (per ¢ = 0, z=0, z=10).
ome 1’equazione (4) & lineare, allora, in virtd del princi-
sovrapposizione, una serie composta di soluzioni particolari
ch’essa una soluzione se converge © la si pud derivare due
Fraddd el pg Rlaptth @ B poi ancora una volta rispet-

veda il lemma del capitolo 11, § 3, n. 3). Mostriamo ohiy
>1>0 (t ¢ un numero ausiliare qualsiasi) le Lo atla

In tal modo per la definizione della ?uﬁ.ono X i
‘ 1 v abhiagio otle-
nuto il problema degli autovalori (problema di mwcg.gcmm:a

X' 44X =0, X(0=0, X()=0 : (10)

studiato gia nel risolvere H_oaﬁmﬁouo delle vibrazioni i

lo II (si veda il § 3, n.1). La @ stato m e o
. s mad). ostrato

valori del parametro A uguali a ol

o= (22)" @=1,23 ") =

esistono soluzioni non banali dell’equazione (8'), uguali a

8,.
3%un
0z

o 1 ,
X, (z) = sen ——z. (12) e
206 207




[image: image6.png]sono convergenti uniformemente. Infatti,
Ot = Q.qlmﬁvwaua
at

mmbmmﬁﬂ =

4t \2
ol

= Alﬁal. mn%

<[Cn| A.W«.VN a’n’e

Nel seguito verranno formulate condizioni i ]
t f i complementari ¢
deve soddisfare la funzione ¢ (z). Supponiamo dapprima cWoS_M,

funzione ¢ (z) sia limitata, ciod che | ¢ (z) | < M; allora
1 : :
2
1Co 1 =|2]| | 0@ sen Ttaz| <201,
! 1

da cui segue che

u 2 (2 -
a|<2m (1) ane G o per >0
e analogamente
2%u s [Py -
- A%v e per =6

L oeneiale

a?i

@Y.Nc:
gl

2R+

;A 2M A.wmv ,.:uwt.&mw.@l AmNHV&

per ¢>1.

o
Studiamo la convergenza della serie maggiorante M Oy, dOve
: - n=1

©r

J

n VNanN
oy, Naule

[} A—

Secondo il criterio di D’Alembert, questa serie &

in modo che
2 e
- ﬁlv w2+ 2nt D

2 Aﬂivs»snw
e ¢

i (n-1)1 e
n—co ot

- 13e = (&) ’axent it
=lim (1 +— T —
:WSA i =v = 0
Di qui deriva la possibilita di derivare termine a termine 12
serie (15) un qualsiasi numero di volte el dainil >0
le (] X inio t >1¢>
Quindi, uwﬂmnmo m.& principio di sovrapposizione, il
che la funzione definita da questa serie verifica 1'equazione

Siccome il numero 7 & arbitrario, la nostra affermazione

4

)

(

208

)3

canvergellie

concludiam? -

3 valida

to cosi che la serie (15) rappre-

ni ¢ > 0. Abbiamo dimostra
svaen d Englefents all’equa-

una funzione derivabile a pi

B (&) *).

q funzione @ (2) & continua, ha una derivata continua @ tratti
sfa alle condizioni ¢ (0) =0 ¢ @ () =0, allora la serie
- e,
> sen—— (15)

n=

ce una funzione continua per t = 0.

tti, dalla disuguaglianza

< 1Cil (oer 0 b=z

tamente la convergenza uniforme della serie (15)
) O< = L ¢id che dimostra la validita della suddetta
jazione tenendo conto che per una funzione continua e liscia
ti @ (2) la serie dei moduli dei coefficienti di Fourier & con-
ese ¢ (0) =@ =0%
Junque, il problema della ricerca d
Jema ai limiti per un’equazione omogenea con COI
orno nulle e condizione iniziale liscia a tratti &
Fisello.

Funzione della sorgente.
a (15) sostituendo i C, con

= Yo

ella soluzione del primo
dizioni al
comtpletas

Trasformiamo la soluzione ot=
i loro valori:
{ an

nn
ST e

sen —;
Yo

an
i

t mn
sen — =

Npi
sen

ain

n
—x-sen 1

[

L

tlo@®d

dini di sommatoria e di integrazione &
ie fra parentesi & con-

biamento degli or
0 in quanto la seri

e legittimo per ¢ >

nte uniformemente in E per t > el
troduciamo la notazione
2 = A\Jlsrvw:: n
== D¢ sen == z-sen (18)

L
1

e che la serie (15)
sttt dutl

verifica ’equazione u; = PUyy
tatezza dei coefficienti di Fourier
Pl kb G

) Per dimostrar
> 0, siamo parti

quale, in particolare, ayra luogo per ogni
Si veda il capitolo 1 53, 0. 3
La serie X Oy, dove On & definito dalla formula (15"), per ¢ = 0e

rante per la serie fra parentesi.
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Q@) =@ (@) ——5 per |z—mz|<<n(e), Equazione non omogenea della conduzione termica. Consi-

o Veiigione vy coiiaened della conduzione termica

.. + (@ 1) (L

condizione iniziale

?@)<e () per | z—zo|>n(e).

Nell’intervallo | z — z, | > 1 (e) le funzioni ¢ e ¢ soddisf

unicamente alle condizioni (a) e (b) e all’esterno di questo i =
vallo sono arbitrarie. In virtu delle disuguaglianze mwvmmwwwmh_.mo ] = o ol : )
mmc&mh@?&mm@v. : o . ! ,QFMSE al contorno
Canslderi T fuzion i -:. ; :
riamo le funzioni ] = 0. ®)

emo una soluzione di questa equazione u (z, t) sotto
~di serie di Fourier in autofunzioni del problema (11),
Lwitsiont Ammn ﬁﬁw :

Uz, )=\ Gz & 1)@ E)dE,

= > u,(t) mmblqwh&, (27)
n=1

Sk Chaae U pana it Per trovare la funzione
3 necessario definire le funzioni u, (). Rappresentiamo
one f (x, t) sotto forma di serie

.Wﬁuf )=

G(z, & 1)@ (§) dE.

ot~ ot

Essendo ¢ (z) e ¢ (2) continue, le funzioni u (@, t) e u(x, 1

wob:wﬂoﬁwmmmmnoze:wﬁmﬁmw @ﬁﬂaO&<m mm~:‘=<wwm
DMWQ: .
, cA - (€)

Der |z |—06(e), t=6(c) _ 3 f.(sen fa,

n=1

_?;T?:mm,
16z, )—0 (o) <+

da cui
Y

@+ 5 =0 (@) +e, 1 2 (e nsenfftae (28)
ndo la forma presunta della coturibno mell aauiziohg
- (1), avremo

02 { () a0 ()~ (1)} =0.

l

u (@, <7
u(z, NVW.@A&V|W“ ¢ () —e

per |z—z, | <b(e), t<<d(e).

Wmm%wwm%r“w funzione G (z, &, t) non negativa, dalla formula (24)

U ) <u(z i) 7

Di qui ricaviamo le disuguaglianze

a equazione sard verificata se tutti i coefficienti dello
sono nulli, cioé se

]

I @ gl -l 1 e o (2 w10 29)
2w l=01(e) o b .

Hseii . - o do dalla condizione iniziale per u (, t)

iu@ t) o)l —=2 por |z 32 |=8(@), (=0( ] WM:M@%:PN;\&HP

come si voleva dimostrare. La limitatezza della funzione | u (. ) | =

deriva dalla formula (25) e dalla limitatezza delle funzioni mo la condizione iniziale seguente per u, (1):
wltiitie W?, t). Quindi, il teorema & dimostrato. 0. Awov
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[image: image8.png]4 o stato dato lo schema formale per la risoluzione di
omi per equazioni e condizioni al contorno con elementi
senei; questo schema non & sempre comodo per rappresen-
funzione cercata u (z, t). Le difficolta di ricerca detit
me ausiliaria v (z, t) sono connesse alla funzione U (z, t)
‘quale si cerca la deviazione.
.%wm.zoc;am_ per problemi con elementi Gl eHEL a0
& piu comodo determinare una soluzione stazionaria
e la deviazione da questa soluziome ).
nsideriamo, ad esempio, il problema per una sbarra limi-
0, 1), agli estremi della quale si mantengono temperature
il u, e us

Abbiamo considerato qui un’equazione non omogenea
condizioni iniziali nulle. Se la condizione iniziale & diversa o
yordoo g el e Dt ity Y e ot yiere Tl m&:io,,
dell’equazione omogenea con la condizione iniziale data u (z, 0) B
Ao gL B ,

5. Primo problema ai limiti generale. Consideriamo il pri
problema ai limiti generale per 1’equazione della oobgc.bos
termica: B

trovare la soluzione dell’equazione

Uy = @y, + [ (2, 1)
con le condizioni aggiuntive
u(z, 0) = ¢ (2),
u(0, 1) =p (@),
u(l, )= () “
Introduciamo la nuova funzione incognita v (z, ?)
Lo =0t v 8

rappresentante la deviazione da una funzione nota U (z, ).
. Weosin faizipie e b s aelin Ll e e sdlantotie s oo
zione

vy = iy ”l‘NﬂA&,,Nv,
Fla ) =1 t) — U, —aUsl

con le condizioni complementari

QN:HRQ

¢ (2)s

g,

= U

smo la soluzione sotto forma di somma |
= u(z) +v(z t),

(z) ¢ la temperatura stazionaria e v (z, ¢) la deviazione
esta temperatura.
e funzioni u (z) e v (z, t) avremo le condizioni

52 .
Oq Vs o= Diligyi

P @ ~ u, D) —u (@) = ¢ (@);
v 0) =T, §@)=0@—U 0, . “Mﬁwnwgv S
o0, h=pi(), W®)=mO—=0O D), - e -
vl =B, mO=mO-UED. Bioviamo

.:o;\% (us—uo)-

funzione v (z, t), definita da condizione iniziale e condi-
wboiogo W R e e Tl b facilmente con il metodo di
one delle variabili.

Consideriamo la funzione ausiliaria U (z, ) in modo tale ¢
m) =0 e p()=0;

S st Aidna s EGEsI pana T
U (2, 1) = (8) + 7 [ () — p ()3

In A.m.H modo, la ricerca della funzione u (z, ) che fornisce

soluzione del problema ai limiti generale si riduce alla defini-
zione m_m:m fimderes e D rheo b Dl o K ie v bileann. 000 ¢
nwum_ﬁoi al contorno nulle. Il metodo di definizione della fun- -
zione v (z, ) & dato nel n. 4.

edurre 1'equazione per il processo di Cheelhln St o il
o CanSrerer Sl e e S e i ey produce
sambio di calore con il mezzo circostante.

edurre 1'equazione della diffusione in un mezzo dotato di moto
nella direzione dell’asse x con velocita w. Considerare il caso di
variabile indipendente.

) i . ;
) Si veda il capitolo 11, § 3, n. 5. e ]
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